CAPITOLUL 2

ENTROPIE SI INFORMATIE

2.1. SURSE DE INFORMATIE

In aceasta carte, ne ocupim cu definitia si tratarea matematica a
informatiei. Aceasta ne permite sd construim sisteme de comunucatie cu
ajutorul carora ludm legatura, confortabil si eficient, cu realitati care se
desfasoara la sute si poate mii de kilometri distanta: sa ne gandim la telefon,
la radio, la Internet. Spunem ca transmitem informatie. Dar ce transmitem
concret? Dacd analizdm tipurile de mesaje pe care simtim nevoia sd le
emitem si sd le receptionam, vom constata ca ele se reduc la urmatoarele:

® voce, vorbire (mesaj verbal)

e muzica (sunet ca si vocea, dar de banda de frecvente mai largd)

e imagine, statica si dinamica (mesaj vizual)

e semne si simboluri, reprezentand tot un mesaj vizual, dar abstract.

Vedem c4, din cele cinci simturi, numai doud, auzul si vazul, sunt
implicate 1n aceasta. Ca si animalele, noi primim desigur informatie si prin
alte simturi (miros si gust, la care putem avea acces in comun), dar daca
vrem sa Impartdsim aceastd informatie cuiva, ne vom folosi de aparatul
nostru fonator, vom gesticula, vom desena ideograme sau vom scrie. S-ar
parea cd simtul tactil este si mai intim, dar sd nu uitdm ca semenii nostri
nevazatori citesc si scriu (cu o masind de dactilografiat speciald) utilizand
alfabetul Braille constituit din semne in relief.

In vederea inregistrarii, prelucrarii si transmiterii la distanta,
sunetele, imaginile si simbolurile zise alfanumerice (litere, numere, semne
diacritice si altele) sunt convertite in semnale electrice, electromagnetice sau
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optice. Atunci cand vorbim la telefon, undele sonore pe care le produce
organul nostru fonator sunt transformate de microfon intr-un curent electric
variabil care este transmis pe un circuit electric la centrala telefonica si de
acolo mai departe pand la telefonul interlocutorului. Un dispozitiv care
converteste o marime neelectrica intr-una electrica sau invers se numeste
traductor. Microfonul este un exemplu de traductor care converteste o
undd sonora intr-un curent electric variabil; casca telefonica efectueaza
operatia inversd. Din acest motiv, prin sursad de informatie vom intelege
orice aparat care, incluzdnd daca este cazul si traductoare, poate genera
mesaje in forma electrici — cel mai adesea, un curent sau o tensiune.
Exemple de surse de informatie: un microfon, doza unui pick-up, capul de
citire al unui casetofon, o camera de luat vederi, interfata seriald a unui
calculator electronic.

Prin semnal, Intelegem o marime fizica a carei variatie In timp poate
transporta mesaje. Dacd nu se precizeaza altfel, aceastd marime fizica este o
tensiune electrica, masurata in general Intre un punct de circuit numit ,,borna
calda“ si un punct de referintd, numit ,,masd electrica® sau ,pamant®.
Semnalele sunt analogice daca sunt functii continue de timp si discrete sau
digitale dacd pot lua numai un numar finit de valori, iar o anumita valoare
este mentinutd constantd pe un interval elementar de timp. Denumirea de
analogic are o explicatie istorica: in epoca de pionierat a calculatoarelor
electronice, cele zise analogice realizau diverse operatii matematice cu
ajutorul unor circuite electrice R, L, C a caror functionare, dupd cum se stie,
este descrisd de ecuatii integro-diferentiale si astfel, toate marimile
implicate erau functii continue de timp, iar functionarea avea loc prin
analogie cu functionarea unor circuite electrice liniare. Intre timp,
calculatoarele digitale s-au impus, iar din cele analogice n-a supravietuit
decat denumirea de analogic, drept sinonim pentru continuu.

Sursele de informatie se clasificd in analogice (care genereaza voce,
muzicd, imagini fixe §i In miscare) si discrete (care genereaza fisiere de
calculator, siruri de simboluri numerice sau alfanumerice). Conform
teoremei esantionarii, care se studiazda la cursul de ,,Semnale, circuite si
sisteme*, in general un semnal analogic poate fi transformat intr-un semnal
digital din care semnalul analogic originar poate fi recuperat, In limitele
unei distorsiuni acceptabile. Avand in vedere si nivelul foarte ridicat la care
a ajuns productia de circuite integrate digitale si a celor de conversie
(analogic-digitala si digital-analogicd), in prezent, indiferent de forma lor la
sursa primard, fie ea analogica sau digitala, semnalele sunt tratate unificat,
prin tehnici pur numerice. Este ceea ce se numeste multimedia.
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2.2. ENTROPIE

Entropia este o masurd a incertitudinii cu privire la o variabila
aleatoare. Termenul de entropie a fost imprumutat din termodinamica, o
ramura a fizicii in care fenomenele studiate sunt preponderent probabiliste.
Pentru un observator exterior, semnalul de iesire generat de o sursa de
informatie la un moment dat este o variabild aleatoare. O sursa de informatie
discreta emite un sir de litere dintr-un alfabet de L litere posibile, s spunem
{x,,x,,---,x, } . Presupunem ca fiecare literd din alfabetul {x,x,,---,x,} are

o probabilitate de aparitie p, data:
py=P(X=x,), 1<k<L 2.1)

unde

L

Zpk =1.

k=1

Entropia unei variabile aleatoare X este prin definitie marimea

L
H(X)= _Z p; log, p, (2.2)

k=1
Se observa cd baza logaritmului este 2, ceea ce face ca entropia sa se
exprime in biti. Spre exemplu, in cazul aruncarii unei monede nemasluite,

I . : : . .
p(cap) = p(ban) = 5 si H(X)=1bit. Entropia se poate exprima si intr-o

altd baza de logaritmi, spre exemplu numarul transcendent e sau numarul
10, in care caz unitatea de masurd este nat (de la natural) si, respectiv,
hartley (denumita astfel in onoarea lui R.V. Hartley, cel care, in 1928, a
sugerat utilizarea logaritmului drept masurd a informatiei). Mai observam si
ca entropia nu depinde de valorile luate de variabila aleatoare X, ci doar de
probabilitdtile cu care sunt luate aceste valori.

Stim c4a, 1n teoria functiilor de o variabild reald, functia logaritm se
defineste numai pe multimi de numere strict pozitive. Avand nsa in vedere
ca xlogx —» 0 pentru x — 0, vom adopta conventia cd 0log0=0. Prin

urmare, addugarea unor termeni de probabilitate zero nu schimba entropia.
Putem interpreta entropia lui X drept expectatia (valoarea medie

statistica, sau valoarea asteptatd) functiei log,

p(x)
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H(X)= E{logz L} 2.3)
p(x)

Entropia este Intotdeauna pozitiva:
H(X)>0 (2.4)

Intr-adevar, intrucat 0<p, <1 pentru 1<k<L, urmeazi ci

log,(1/p,)=0.
Fie o variabila aleatoare X care nu ia decat doua valori:

1 babilitat
X:{ cu probabilitate p 2.5)

0 cu probabilitate 1-p
Conform relatiei de definitie (2.2), avem:
H(X)=-plog, p—(1-p)log,(1-p) (2.6)

Prin definitie, aceasta se mai noteaza si H(p). Graficul functiei H(p) este
aratat in figura 2.1.
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Fig. 2.1. Graficul functiei entropie H(p).
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Se observa ca entropia este o functie concava de p si este egala cu 0
pentru p = 0 sau 1. Pentru aceste valori, variabila nu este aleatoare si nu
existd nici o incertitudine, incat este normal ca entropia sd fie zero.

o o 1 .
Incertitudinea este maximd pentru p 25, ceea ce corespunde valorii

maxime a entropiei.

2.3. ENTROPIE COMUNA SI ENTROPIE CONDITIONATA

Fie doua variabile aleatoare discrete, X cu rezultatele posibile
x;,i=1,2,---,n si Y cu rezultatele posibile yiJ=1 2,---,m. Consideram
variabila aleatoare (X, Y) care ia valori vectoriale (x;,y;) cu probabilitatea
p(x;,y;), ceea ce se scrie simbolic (X,Y) ~ p(x, y). Prin definitie, entropia

comund a variabilelor aleatoare discrete X si Y este entropia variabilei
aleatoare discrete (X,Y):

HX.Y)=-YY p(x,.y)log, p(x,.y,) @.7)

i=l j=1
Mai putem scrie aceasta si astfel:
H(X,Y)=-Elog, p(X.Y) (2.8)

Prin definitie, entropia conditionata H(Y |X) este entropia
variabilei aleatoare Y conditionatd de realizarea variabilei aleatoare X:

H(Y | X) =Y px)H(Y | X =x)

i=1

=3 )3 P, 19 log, PO, 1)

n m

= _ZZp(xi,y‘,)logz p(y_/ | x;)

i=1 j=1

= _Ep(x,y) logZ p(Y| X)

2.9)

Modul in care am definit entropia comund si entropia conditionatd ne
permite sd scriem ca entropia unei perechi de variabile aleatoare este egala
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cu entropia uneia dintre ele plus entropia conditionatd a celeilalte, ceea ce
constituie enuntul teoremei urmatoare:

TEOREMA 2.1 (Regula lantului):
HX,Y)=H(X)+H{ | X) (2.10)
DEMONSTRATIE

H(X,Y)= —iip(xi,yj)logz P(x, ;)

i=1 j=I

n m

==>> p(x,y)log, p(x)p(y; | x)

i=1 j=1

= —iip(xi,yj)logz p(x)- iip(xi,y‘,‘) log, p(y,; [x) (2.11)

i=1 j=I i=1 j=1

= —Zn: p(x;)log, P(xi)—izm:p(x,-,yj)logz p(y;|x)

=1 =l
=HX)+H{ | X) j
O alta demonstratie a acestei teoreme, mai elegantd, este de a scrie
log, p(X,Y) =log, p(X)+log, p(Y | X) (2.12)
Aplicand in ambii membri ai ecuatiei (2.12) operatorul de expectatie E,

obtinem (2.10).

EXEMPLUL 2.1: Fie perechea de variabile aleatoare (X, Y) avand
distributia comuna de probabilitate

X

y 1 2 3 4
1 1 T T T
8 16 32 32
1 1 1 1
2 R — R -
16 8 32 32
1 1 1 1
3 P P P P
16 16 16 16
4 l 0 0 0

4

Sa calculam mai intdi distributia marginald a lui X. Avem:
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(x)—z4: (x )——+L+L+l 1
PROm LY 78 16 16 4 2

1 1 1
x Xy, —+—+0=—
p(xy) = ]Elp(zy) 16 8 T 2

1 1 1 1
X X3, —4+—+—+0=—
px3) = j§1p( 3.Vj)= 3 32 16 2

4 1 1 1 1
Plxg) =2 pxg,y)) =S+ -+—+0=—

= 32 32 16 8
1 111
Deci, distributia marginald a lui X este | —, —, —, —
2748’8
Calculam si distributia marginald a lui Y.
1 1 1 1
X, ——t—+—==
p(y) = ZZI‘,p( )
1 1 1 1
X;, —t—t—+—==
p(y2) = ,Z;'p( ) BT
I 1 1 1
, —t—F+—+—==
p(y3)= lzllp( V3 =T et et T

1
i=1

Distributia marginald a lui Y este deci (l 11 lj

Acum putem calcula entropiile lui X si Y astfel:

4
1
H(X)=)_ p(x)log,——
ZI: * p(x,)
1 1 1 1 2 3 3 7
=—log, 2+—log, 4+—log, 8+—log, 8 =—+—+—+—=—Diti
5 £, 4 253 ] 2 3 g, 48 8 4
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4

1 1

HY)=) p(y;)log,——=4-—log, 4=2biti
JZ_; ’ ply;)) 4

Calculam probabilitétile conditionate p(y; | x;) astfel:

1 1
p(x1, y1) g 1 p(xy, 1) E 1
PO lx)=——""=2=— Py | xp)=——""="+=—
p(x) l 4 p(xy) l 4
2 4
1 1
plxs,y) 32 1 plxg, ) 32 1
P x3)=——"—""==5=— p(y|xy)="——""=""=—
p(x3) l 4 p(xy) 1 4
8 8
1 1
p(x;,¥2) 16 1 p(xy, ) 8 1
POy lx)=—"="F== pn|x)=—"""=2=—
p(x) l 8 p(xy) l 2
2 4
b 1
p(x3, ) 32 1 p(x4,32) 32 1
POy [x) = P22 322y |y = P22 32
p(x3) l 4 p(xq) l 4
8 8
1 1
p(x;,y3) 16 1 p(xy,y3) 16 1
pslx)=——"=""=— pnlxn)=—""""="+-=
p(x) l 8 p(xy) l 4
2 4
1 1
p(x3,v3) 16 1 p(xg,v3) 16 1
Py |ag) = 2220 16y gy < P20 16
p(x3) l 2 p(xy) 1 2
8 8
1
X1, 4 1 P(x’y)
p(y4|x1):M:%__ p(y4|x2):#:0
plx) L2 p(x7)
2
p(x3, y4) p(xq, ¥4)
p(yy | x3) =222 =0 Py | x4) =24 =0

p(x3) p(xyg)
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Putem acum calcula entropia conditionatda H(Y|X) conform
definitiei:

4
Zp(xi7 yj)10g2

S

4
i=1
1
= p(xp y1)10g2 —_t p(xp yz)logz —_*
rx) Py, [x)

1
+p(x1, ya)Ing — <t p(‘xU y4)10g2— +
p(yslx) Py lx)

+ p(x,, y,)log,

+p(x y)log ; _—
PR () p(», [x,)

+ p(x,, y,)log,

+p(x y )log ; _—
P (s | x,) P, 1x,)

1
+ p(x;, y)log, ——+ p(x;, y,)log, ——+
P | x3) p(y, | x3)

1
+p(x;, yy)log, ————+ p(x;, y,)log, ———+
p(ys]x3) Py, | x3)

1
+ p(xy, 1)10g, ————+ p(x,, yy)log, ————+
Py |x,) Py, | x,)

+ p(x,, y,)log,

+ p(x,» v,)log, — —
v ’ p(ys|x,) Py, 1x,)

1 1 1 1 1
=—log, 4+ —log, 8+ —log, 8+—log, 2+ —log, 4+
g L2t T B T g Rt 0R 2T 0%
+llo 2+ilo 4+0+Llo 4+ilo 4+ilo 2
g 827" g 08 3y 82T Ty 0B T 108,

1 1 1
+0+—log,4+—log,4+—log,2+0
% g, % g, 16 2>

21.2_|_i.3+i.3+l+i.2+l+L.2+L.2+
8 16 16 4 16 8 16 32
+i-2+i+i-2+i-2+L:Ebiti.

32 16 32 32 16 8

Sé calculdm si probabilitatile conditionate p(x; [ y;):
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p(xp |y =

p(x | y3)=

p(xy [ yy) =

p(xy | y3) =

p(x3|y)=

p(xs|y3)=

p(xg|y)=

p(xg|y3)=

1
p(x1, 1) _g_l

N

—_—

p(x1, y3) _

& |

—_—

p(xy, y1) _

& |

p—

p(xy, y3) _

W [
Il
e

—

p(x3, y1) _

= &l
I
— |

p(x3, y3) _

NG|

[u—

p(x4, 1) _

oo |

—

p(x4, y3) _

4>\~|;\H 4>\~|ﬁ\~ 4;\_|
N

1
16 _ 1

:p(xlayZ):__
p(xy|y2) —p(yz) 1 4
4
1
_ P p4) 4
p(x1|ys) p(74) l
4
1
_ PO y) 8 _ 1
Poa ) == 0 12
4
P(%UM)ZM:O
P(y4)
1
_p(3 ) 32 1
p(x3|y2) () 13§
4
plxs | gy = 2E223)
P(ys)
1
_pa,y0) 32 1
Pl == ) 138
4
P(MUM)ZP(M_WZO
P(y4)

Cu ajutorul acestor probabilitati, calculam entropia conditionata H(X |Y):
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H(X|Y)==2% p(x.,y)log, p(x,y,) =

i=1 j=1

1 1
= p(xp y1)10g2—+ p(xn yz)logz— +
(x| y) px 1 y,)

+ p(xla y3)10g2— + p(xl’ y4)10g2

1
—
p(x|y3) p(x,¥,)

1
+ p(x,, y)log, ——+ p(x,, y,)log, ——+
p(xz |y1) p(xz |y2)

+p(x2, y3)10g2 +p(x25 y4)10g2

1 1
—
p(x, | ys) p(x, [ y,)

1
+ p(x3, y1)10g2—+ p(x3, y2)10g2—+
p(x [ ») P(x; [ y,)

+ p(x;, ;) log, + p(xy, y,)log,

1 1
—_ R —
p(x; | ys) (x| y,)

1
+ p(X4, yl)10g2 ——+ p(x4, y2)10g2 —*F
p(x,[y) p(x, [ ,)

1 1
+ p(x,, y;)log, ————+ p(x,, y,)log, ————=
(x| ys) (x| yy)

1 1 1 1 1
=—-log,2+—-log,4+—-log, 4+ —-log,1+—-log, 4 +
g B2 s T g 0B T 0B BT 08 I 08

1 1 1 1
+—-log,2+—-log,4+0+—-log,8+—-log, 8+
3 &> 16 g, % &> 0 &>

1 1 1 1
+—-log,4+0+—-log,8+—-log,8+—"-log,4+0=
16 g 30 g, Y 2> 16 g

11, ..
=— biti.
8
Sa calculam si entropia comuna pe baza definitiei:

4 4
1
H(X,Y)= p(x,, y,)log,———=
22 T p(x, y)

1 1 1
=—-log,8+—-log, 16 + —-log, 32+
3 g, 16 253 % g,
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1 1 1
+—-log,32+—-log, 16 +—-log, 8 +
0 g, 16 2 3 g,

1 1 1
+—-log,32+—-log,32+—-log, 16+
% 25 %) 25 16 g

1 1 1
+—-log, 16 + —-log, 16 + —-log, 16 +
16 B0 T g 0B DT g 08

| 27
L og, 4= 2 it
4 08T

Constatam ca H(Y | X)# H(X |Y). Observam 1nsa ca

H(X)—H(XIY)=H(Y)—H(YIX)=%—%=2—%=%

2.4. ENTROPIE RELATIVA SI INFORMATIE MUTUALA

Entropia unei variabile aleatoare X este o masurd a incertitudinii cu
privire la X; ea este o masurd a cantitatii de informatie necesare in medie
pentru a descrie variabila aleatoare. Am vazut ca entropia nu depinde de
domeniul de existenta al lui X, ci doar de distributia de probabilitate a lui X.
In practici, s-ar putea si nu dispunem de adevarata distributic de
probabilitate a unei variabile aleatoare, astfel incat suntem obligati sa
utilizdm 1n locul acesteia o distributie pe care o consideram adecvata, dar
care nu este decat o aproximatie a celei reale. Entropia relativa este o
masurd a distantei dintre doud distributii. Sa presupunem cd multimea
valorilor pe care le poate lua variabila aleatoare X este {x;, x,, -, x;}.

Conform adevaratei distributii, X ia valoarea x; cu probabilitatea
P = P(X =x;), dar noi considerdm ca ea este g, = P(X =x;),1<k<L.

Prin definitie, entropia relativa sau distanta Kullback Leibler dintre
functiile masa de probabilitate p(x) si g(x) este

L
Di p(X)
D(pllq)= ) pilog,—=E, log, (2.13)
% a7 q(X)

In definitia de mai sus, utilizdm conventia, bazatd pe continuitatea

functiilor, ca Olog9 =0 si plog % =0,
q
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Observam ca entropia relativa astfel definitd nu este o veritabila
distanta intre distributii caci nu este simetricd si nu satisface inegalitatea
triunghiului.

Sa consideram acum ca semnalul generat de o sursd de informatie
este descris de variabila aleatoare X care ia L wvalori discrete
X, k=1,2,---, L. Acest semnal este aplicat la intrarea unui canal de

comunicatie. Din cauza zgomotului din canal, receptorul observa un semnal
diferit de cel emis, acest semnal fiind descris de variabila aleatoare Y care ia
M valori discrete y;,i=1,2,---, M . Nu este necesar ca M = L. La un

moment dat, receptorul observa o valoare Y = y; si trebuie sd determine

cantitatea de informatie pe care aparitia acestui eveniment o furnizeaza cu
privire la evenimentul X =x;,. Daca variabilele aleatoare X si Y ar fi

statistic independente, aparitia lui Y = y; n-ar furniza nici o informatie cu
privire la aparitia evenimentului X =x, . Pe de alta parte, daca X si Y ar
depinde total una de alta astfel incat aparitia lui Y = y; sa determine aparitia
lui X =x;, continutul de informatie nu este altul decat cel furnizat de
evenimentul X = x; . Prin definitie, informatia mutuala dintre x; si y; este
marimea

Plxy | yi)

2.14
P(x;) ( )

I(xy; y;) =log,

Daca variabilele aleatoare X si Y sunt statistic independente,
P(x; | y;)=P(x;) si, deci, I(x;;y;)=0. Pe de altd parte, daca aparitia
evenimentului Y = y; determind univoc aparitia evenimentului X =x,,

P(x; | y;)=1 sideci

1(xy; y;) = logy =—logy P(xy) (2.15)

P(xy)
Aceasta este chiar informatia cu privire la evenimentul X = x; . Din acest

motiv, se numeste auto-informatia evenimentului X = x; si se noteaza

I(x;) =logy ——— =~log, P(x;) (2.16)

P(x;)

Observam ca un eveniment cu probabilitate ridicatd poartd mai
putind informatie decat un eveniment cu probabilitate scazuta.
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Conform definitiei probabilitatii comune, avem ca

P(xk|yz')=P(xk|yz')P(yi)= P(x, yi) ZP(J’i|xk)
P(x;) P(xi)P(y;) P(x)P(y;) P(y;)
Din (2.17), rezulta ca

2.17)

I yi) =10y x) (2.18)
In cuvinte, informatia furnizata de aparitia evenimentului Y = »; cu privire
la evenimentul X =x, este egald cu informatia furnizatd de aparitia

evenimentului X = x; cu privire la evenimentul Y = y;. Acum, daca cele

doua variabile aleatoare X si Y au functia masd de probabilitate comund
p(x, y), functiile masd de probabilitate marginalda sunt p(x) si p(y),
respectiv. Prin definitie, informatia mutuala 1(X;Y) este entropia relativa
dintre distributia comuna si distributia produs p(x)p(y):

1) =YY pls,, 3, log, L)
i) =2 2 perlon e

X.7) (2.19)
_ _ p
=D(p(x, M p(x)p(¥)=E,,, log DO p()
Putem rescrie informatia mutuald astfel:
16:1)=3S pla,. ) log, L2
=g e los
:iip(xk’ ;) log, P, o |J)/l)
- ZZp(xk, y)log, p(x,)+ YY" p(x,. y)log, p(x, | y,) (2.20)

—_

L
k=1 i=1 1 i=1
L

__Z (x,)log, p(x;) ( 2

k= k=1

=H(X)-H(X|Y)

M= 1

]
—_

p(x,, y,)log, p(x,| y,»)j

Cu cuvinte, informatia mutuala /(X;Y) este reducerea incertitudinii cu
privire la X datorita cunoasterii lui Y. Prin simetrie, avem si ca

I(X;Y) =HY)-H(Y | X) (2.21)

Conform regulii lantului (2.10), avem:
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I(X;Y)=HX)+HY)-H(X,Y) (2.22)
Observam ca
I(X; X)=H(X)-HX | X)=H(X) (2.23)

In cuvinte, informatia mutuald a unei variabile aleatoare cu ea insdsi este
entropia variabilei aleatoare. Acesta este motivul pentru care entropia se mai
numeste si auto-informatie.

2.5.INEGALITATEA LUI JENSEN

O functie f(x) se spune ca este convexa pe un interval (a, b) daca
pentru orice x|, X, € (a,b) s1 0<A <1,
FOx; + 1=1)xy) S W (1) + (1=2) £ (xy) (2.24)
O functie f(x) se spune ca este strict convexa daca egalitatea are loc numai
pentru A =0 sau A =1.
O functie f(x) este concava daca — f(x) este convexa.

O functie este convexa daca se situeazd sub orice coarda. O functie
este concava daca se situeaza deasupra oricarei corzi.

TEOREMA 2.2: Daca functia f(x) are o derivatd a doua care este

nenegativa (pozitivd) pe tot domeniul de definitie, ea este convexa (strict
convexa).

DEMONSTRATIE
Dezvoltam functia in serie Taylor in jurul unui punct x :

£ = f(xg) + (o) —x9) + L (; i-x)? (@25

unde x* este intre Xy si x. Prin ipoteza, f "(x*) > (0 astfel incéat ultimul

termen este nenegativ pentru orice x.
Fie xy = Ax; + (1-A)x,. Pentru x = x;, obtinem:

SG1)Z [ (o) + (o)A =2)(x; = %2)] (2.26)
Pentru x = x,, avem:
S(2) 2 () + f (xg)Mxy = xp)]. (2.27)

Inmultind (2.26) cu A si (2.27) cu (1-A) iar apoi adunand, obtinem
(2.24).
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TEOREMA 2.3 (Inegalitatea lui Jensen): Daca f(x) este o functie
convexa iar X este o variabila aleatoare, avem

Ef(X)= f(EX) (2.28)
Mai mult decat atat, daca f(x) este strict convexa, egalitatea din (2.28)
implica faptul cd X = EX cu probabilitate 1, adicd, X este o constanta.

DEMONSTRATIE
Vom demonstra teorema prin inductie dupa numarul de evenimente din
spatiul de probabilitate.

Pentru o distributie de probabilitate cu doud evenimente elementare,
inegalitatea se scrie

pif(x) + paf(xp) 2 f(prx) + paxy). (2.29)
Avand in vedere ca p; + p, =1, aceasta urmeaza direct din definitia

functiilor convexe. Sa presupunem cd teorema este adevaratd pentru
distributii cu k—1 evenimente elementare. Pentru o distributie cu k&
evenimente elementare, avem

PPyt P+ p =1 (2.30)
Din (2.30), rezulta imediat ca
Prt Dyt P
1-py
Notam p; =p;/(1-p;) pentrui=12,---, k—1. Avem atunci

=1 (2.31)

> 5= P () + 2 )
=p S (x)+ (- Pk)zp,f(x)
2p S () +A=p)f [21?,)@} (2.32)
>f(pkxk +(1- pk)Zp, j

Ramane sd demonstram partea a doua a teoremei. Dacd f(x) este strict
convexd, egalitatea are loc 1n (2.24) numai pentru A =0 sau A=1.
Aceasta inseamna ca, in (2.29), p; =0 si p, =1sau p; =1 si p, =0. Dar
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aceasta inseamnd ca multimea evenimentelor elementare se reduce la un
singur punct si ca X este o constanta cu probabilitate 1.

TEOREMA 2.4: Fie p(x;),q(x;),k=1,2,---,L doud functii masa de
probabilitate. Entropia relativdi D(p || ¢) este nenegativa
D(pllg)=0 (2.33)
cu egalitate daca si numai daca
p(x;) = q(x; ) pentru toti £. (2.34)
DEMONSTRATIE
Fie A={x;:p(x;)>0} multimea suport a lui p(x). Reamintim ca

multimea suport a unei functii este submultimea domeniului de definitie pe
care functia este diferita de zero. Putem scrie

D(pllg)=- ZmnM&f;
e % (2.35)
—mem&%ﬁ
log, e logz e

Fie functia f(f)=log,t. Avem f'(z):T si ") =—

Conform Teoremei 2.1, functia log, ¢ este strict concava. Aplicam in
(2.35) inegalitatea lui Jensen:

-ﬂ@MKb&me%;

=log, Y g(x)<log, Zq(xk =log,1=0

x,ed

(2.36)

COROLAR: Pentru oricare doud variabile aleatoare X si Y, informatia
mutuala /(X; Y) este nenegativa
I(X;Y)=0 (2.37)

cu egalitate daca si numai daca X si ¥ sunt independente.

DEMONSTRATIE
Am aratat cd I(X;Y)=D(p(x, )| p(x)p(»)), iar conform Teoremei 2.3,

aceasta este nenegativd. Egalitatea are loc dacd si numai daca
p(x, y) = p(x)p(y), adica, daca X si ¥ sunt independente.
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TEOREMA 2.5: Fie o variabila aleatoare X al carei domeniu de definitie
are L evenimente elementare. Avem H(X)<log, L, cu egalitate daca si
numai dacd X are o distributie de probabilitate uniforma (toate evenimentele

. o 1
elementare au aceeasi probabilitate egala cu 7 ).

DEMONSTRATIE
Fie u(x;) = %, k=1,2,---, L functia masa de probabilitate uniforma si fie
p(x;) functia masa de probabilitate pentru X. Avem atunci

P (x")) = log, L — H(X) (2.38)

L
D(p|lu)=7 p(x;)log,
=1 u Xk

Avand 1n vedere ca entropia relativa este nenegativa, avem
0<D(p|lu)y=1log, L - H(X) (2.39)

2.6. ENTROPIE DIFERENTIALA

Entropia diferentiald este entropia unei variabile aleatoare de tip
continuu. Ea este similard in multe privinte cu entropia unei variabile
aleatoare de tip discret, dar sunt si unele diferente importante.

Fie o variabild aleatoare de tip continuu X cu functia densitate de
probabilitate p(x). Din capitolul 1, stim ca

j p(x)dx =1.
Multimea unde p(x) > 0se numeste multimea suport a lui X si o notdm cu
S. Prin definitie, entropia diferentiala h(X)a variabilei aleatoare de tip
continuu X cu densitate p(x)este integrala

h(X) =~ [ p(x)log, p(x)dx (2.40)
S

Definitia de mai sus este valabild cu conditia ca integrala respectivd si
existe.
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Distributie uniforma

Consideram o variabila aleatoare distribuitd uniform de la 0 la a,
astfel incat densitatea sa de probabilitate este 1/a de la 0 la a si 0 in rest.

Entropia ei diferentiala este
a

h(X):—jllogzldleogza (2.41)
04 a
Pentru a < 1, log, a <0, astfel incat entropia diferentiald este negativa.

Deci, spre deosebire de entropia discretd, entropia diferentiald poate fi si
negativa.

Distributie normala (Gaussiand)
Fie

X~ (x) = 127 (2.42)

V2no

Calculam entropia diferentiala astfel:

h($) =~ [ () log,g(x)dx =~ log, e[ #(x) In p(x)dx

=—log, eJ. ¢(x)|:— 2):; - ln(\/ga)}dx (2.43)

_ l‘z’gTzf [¥*¢(x)dx + log, (V270 ) [ (x)dx

Din Capitolul 1 stim c&, pentru distributia normala cu medie zero, avem:

EX?= J.xzcl)(x)dx = o’

iar ca pentru orice functie densitate de probabilitate, _[(I)(x)dx =1. De aceea,
(2.43) se scrie:

h(d) = %logz e+ %10g2(2nc52)
| (2.44)
=5 log, (Znecz )biti.
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2.7. RELATIA DINTRE ENTROPIA DIFERENTIALA SI
ENTROPIA DISCRETA

Consideram o variabild aleatoare X cu densitate de probabilitate
p(x) reprezentata grafic in figura 2.2.

p(x)
A

Fig. 2.2. Cuantizarea unei variabile aleatoare de tip continuu.

Impartim domeniul de definitie al lui X in intervale elementare de
lungime A. In interiorul fiecdrui interval elementar exista un punct x; astfel

incat p(x;)este media lui p(x) in acel interval elementar:

(i+)A
PO = ipuxu (2.45)

Definim variabila aleatoare cuantizatd X, astfel:

Xp=x;,dacd iIAS X <(i+1A (2.46)
Probabilitatea ca X, = x; este

(i+D)A

pi = [ p(dx=p(x)A (2.47)
iA
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Entropia lui X, este

0

H(XA)Z_ Zpl 10g2 b

i=—0

=— i p(x)Alog,(p(x,)A) (2.48)

[=—00

= Zx: Ap(xi)l()gz p(xz) - i p(xi)AIng A

i=—0 i=—00

Avand 1n vedere ca z p(x;)A = j p(x)dx =1, aceasta se poate scrie:

H(Xp) == D Ap(x;)log, p(x;) —logy A (2.49)
j=—w
Daca functia p(x)log, p(x) este integrabild In sens Riemann, conditie
necesara pentru a asigura ca limita este bine definitd, primul termen din
(2.49) tinde spre integrala lui — p(x)log, p(x). Am demonstrat astfel
urmatoarea teorema.

TEOREMA 2.6: Daca densitatea de probabilitate p(x) a unei variabile
aleatoare X este integrabila in sens Riemann, avem:

H(X,)+1logy, A— h(X) pentru A —> 0 (2.50)

Sa presupunem ca variabila aleatoare X variazd Intr-un domeniu finit, sa
spunem x; < X <x,. Pentru o cuantd A, avem (x, —x;)/A nivele de
cuantizare. Daca exprimam fiecare esantion printr-un cuvant binar de » biti,
avem ca

X2 =X

= 2" (2.51)

Intrucat x, — x; este o constanti pe care o putem norma astfel incat sa fie
egalacu 1, avemdin (2.51)ca
A=27" (2.52)

Combinand (2.52) cu (2.50), obtinem urmatorul rezultat: entropia versiunii
cuantizate pe n biti a unei variabile aleatoare de tip continuu X este
aproximativ egald cu A(X) +n.
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2.8. ENTROPIE DIFERENTIALA COMUNA SI
CONDITIONATA

Fie doud variabile aleatoare de tip continuu X si Y avand functia
densitate de probabilitate comund p(x, y). Definim entropia diferentiala

comuna a lui X'si Y astfel:
hX,Y)=- fp(x, y)log; p(x, y)dxdy (2.53)
De asemenea, definim entropia diferentiald conditionatd A(X |Y)
astfel:

WX |Y) =~ p(x, y)log, p(x| y)dxdy (2.54)
Intrucat in general p(x|y)= p(x, )/ p(y), putem scrie si ci
WX |Y)=h(X,Y)—-h(Y) (2.55)

2.9. ENTROPIE RELATIVA SI INFORMATIE MUTUALA
PENTRU VARIABILE ALEATOARE DE TIP CONTINUU

Prin definitie, entropia relativa, sau distanta Kullback Leibler,
D(f || g) a doua densitati de probabilitate f(x) si g(x) este

D(f 19) = [ F(logy L ax (2.56)
g(x)

Aceasta este finitd numai daca multimea suport a lui f(x) este continuta in

multimea suport a lui g(x).
Prin definitie, informatia mutuald 7(X;Y) dintre doud variabile
aleatoare de tip continuu cu densitate de probabilitate comuna p(x, y) este:

10X V) = [ p(x, ylogy 22y 2.57)
pP(x)p(y)
Din definitia (2.57), rezulta imediat ca
I(X;Y) = D(p(x, ») || p(x)p(¥)) (2.58)
sica
I(X;Y)=h(X)-h(X |Y)=h(Y)-hY]|X) (2.59)

Proprietatile lui D(f'|| g) si ale lui /(X;Y) sunt aceleasi ca si in
cazul variabilelor aleatoare de tip discret. In particular, informatia mutuala
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dintre doua variabile aleatoare de tip continuu X si Y este limita informatiei
mutuale dintre versiunile lor cuantizate, caci
[(XA; YA) = H(XA) - H(XA | YA)
~h(X)—log, A—(h(X |Y)—1log, A) (2.60)
=1(X;Y)
Proprietatile entropiei diferentiale, ale entropiei relative si ale

informatiei mutuale sunt similare celor din cazul variabilelor aleatoare de tip
discret.

2.10. LANTURI MARKOV

in Capitolul 1, am vazut ci un proces stochastic este un sir indexat
de variabile aleatoare. In general, aceste variabile aleatoare nu sunt
independente. Un exemplu simplu de proces stochastic cu dependenta este
unul in care fiecare variabila aleatoare depinde de cea precedenta si nu este
conditionata de nici una din celelalte variabile aleatoare precedente.

Prin definitie, un /lant Markov sau un proces Markov este un proces
stochastic discret X, X,,--- dacd, pentru n=1, 2, ---,

Pr(Xn+l = xn+1 | Xn = xn’ Xn—l = xn—l’”.’ Xl = xl) (2 61)
= Pr(Xn-H = xn+l | Xn = xn)

pentru toate valorile x, x,, -+, x,,, x,,; pe care le poate lua procesul.

In acest caz, functia masa de probabilitate comuni a variabilelor
aleatoare se poate scrie

p(xy, xp, o0, x,) = p(x) p(xy [ X)) p(x3 [x5) -+ plx, [ x,1)  (2.62)
Prin definitie, se spune ca lantul Markov este invariant in timp daca
probabilitatea conditionatd p(x,,;|x,) nu depinde de n, adica, pentru
n=12,---

Pr{X, ., =b| X, =a} =Pr{X, =b| X, = a} pentru orice a, b (2.63)

Daca {X;} este un lant Markov, X, se numeste starea la timpul .
Un lant Markov invariant in timp se caracterizeaza prin starea sa initiald si o

matrice a tranzitiei de probabilitate
P=[F;l.i,jed{l,2,---,m} unde B; =Pr{X,,, =/j| X, =i}
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Daca este posibil sa se meargd cu probabilitate pozitivd din orice
stare a lantului Markov in oricare altd stare intr-un numar finit de pasi,
lantul Markov se spune ca este ireductibil.

Dacd functia masda de probabilitate a unei variabile aleatoare la
timpul n este p(x,), functia masa de probabilitate a unei variabile aleatoare

la timpul n+1 este

p(xn+1) = zp(xn )Px (2.64)

O distributie de probabilitate a stdrilor astfel incat distributia la
timpul n+1 este aceeasi cu distributia la timpul n se numeste distributie
stationara.

Dacd un lant Markov cu un numar finit de stari posibile este
ireductibil si aperiodic, distributia stationara este unica, astfel incat din orice
distributie initiald, distributia lui X, tinde catre distributia stationard cand

nXx+1

n —> 0.

EXEMPLUL 2.2: Consideram un lant Markov cu doua stari avand matricea
tranzitiei de probabilitate
I-a o
p:[ } (.69

p1-B
Ilustram aceasta printr-un graf orientat in care cele doua varfuri
reprezintd starea 1 si starea 2, arcele reprezintd tranzitiile iar etichetele
arcelor sunt probabilititile de tranzitie corespunzitoare, asa cum se arata in
figura 2.3.
Reprezentam distributia stationard prin vectorul p=[pu;,n,] ale

cdrui componente sunt probabilitatile stationare in starea 1 §i in starea 2,
respectiv. Putem gasi probabilitatea stationara rezolvand ecuatia matriceala

WP =p (2.66)
ceea ce ne da ca
Hio=p,P (2.67)
Avand in vedere ca p; +u, =1, distributia stationara este
B o
= , = 2.68
M= 5 My = B (2.68)

Daca lantul Markov are o distributie initiald egald cu distributia
stationard, procesul care rezulta va fi stationar. Entropia starii X, la timpul

n este

H(Xn)zH( p__o ] (2.69)

a+p o+p



74 ENTROPIE SI INFORMATIE

p

Fig. 2.3. Lant Markov cu doua stéri.

Daca 1nsa in starea initiald distributia de probabilitate diferd de cea
stationard, la aceasta din urma se ajunge dupa un proces tranzitoriu.
Prin definitie, rata de entropie a unui proces stochastic {X;} este

H(X)=limlH(X1,X2,---,Xn) (2.70)

n—on
daca limita exista.
Pentru un lant Markov stationar, rata de entropie este datd de

H(X):hmH(Xn |Xn—l’.“’X1)
=limH(X, | X, )=H(X,|X,)

Dacd lantul Markov este ireductibil si aperiodic, el are o distributie
stationard unicd a stdrilor, iar orice distributie initiala tinde catre distributia
stationard cand n — oo. In acest caz, rata de entropie este data de (2.71).

In capitolul urmitor, vom utiliza notiunea de entropie a unei
variabile aleatoare introdusa mai sus pentru a optimiza codarea surselor de
informatie.

2.71)



